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Matematyczny model

wewnetrznego zazebienia
palcowego

W pracy przedstawiono matematyczny model wewnetrznego zazebienia palcowego.
Zaprezentowano wyniki analizy styku zebéw przeprowadzonej na podstawie opracowanego
modelu dla przyktadowej pary zebatej. Ponadto wyznaczono wptyw btedu rozstawienia osi kot

przektadni na stopien pokrycia oraz btad przekazywania ruchu.

w przektadniach zebatych jest zarys ewolwento-

wy. Ma on wiele zalet, do ktérych nalezg statos¢
kierunku dziatania sity miedzyzebnej oraz mozliwos¢
obrébki obwiedniowej narzedziami znormalizowany-
mi o stosunkowo nieskomplikowanej geometrii. Istniejg
rowniez inne nieewolwentowe zarysy zebdw, takie jak
kotowo-tukowe [7] czy cykloidalne. Zazebienie cyklo-
idalne stosowane jest w mechanizmach zegarowych [5],
reduktorach cykloidalnych [8] i pompach zebatych [4].
Szczegdlnym przypadkiem zazebienia cykloidalnego
jest zazebienie palcowe, bedace najprawdopodob-
niej najstarszym zazebieniem nieewolwentowym [3].
Wspdtczesnie znajduje ono zastosowanie w nape-
dach duzych konstrukcji, takich jak np. obrotnice sa-
mochodowe lub kolejowe [2] i obrotowe restauracje [1],
w ktérych przekazywany jest duzy moment przy matej
predkosci obrotowej. Najwazniejsza zaletg zazebienia
palcowego jest mozliwos¢ wykonania zebow jedne-
go z kot w postaci fozyskowanych rolek, co pozwala
na zmniejszenie zuzycia sciernego oraz na prace w wa-
runkach niedostatecznego smarowania.

Povvszechnie stosowanym zarysem zebow

Matematyczny model zazebienia

Analizowana przekfadnia jest przektadnia walcowa o za-
zebieniu wewnetrznym. Zebnik majacy uzebienie ze-
wnetrzne wspotpracuje z kotem o zebach w postaci ro-
lek. Wprowadzono nieruchomy uktad wspoétrzednych
zwigzany z korpusem przekfadni x, y, oraz ruchome
uktady sztywno zwigzane odpowiednio z zebnikiem
orazkotemx,,y,,ix,y, (rys.1). Zebnik o liczbie zebow z,
obraca sie wokét punktu O, o kat ¢, zgodnie z kierun-
kiem trygonometrycznym. Koto o liczbie zgbow z, na-
tomiast obraca sie wokét punktu O, o kat ¢, réwniez

zgodnie z kierunkiem trygonometrycznym. Srodki kot,
a tym samym $rodki uktadow wspdtrzednych rozsuniete
sg na odlegtos¢ a-Aa, gdzie Aa to btad rozstawienia osi
kot Zarys zeba zebnika 7 w uktadzie wspotrzednych x,, y,
opisany jest wektorem wodzacym 7",

Podobnie zarys zeba kota 2 w uktadzie wspétrzednych
X, ¥, Z, opisany jest wektorem wodzacym 7;”. Wobec
powyzszego zgodnie z rys. 1 zarysy zebdw zebnika
i kofa w nieruchomym uktadzie wspotrzednych x, y, z,
okreslone beda wzorami (1) i (2):

7 = My M
,FZ(f) — Mfzr_'z(Z) @)
gdzie: M,, - jednorodna macierz transformacji z uktadu 1

dof, M, - jednorodna macierz transformadji z uktadu 2
do ukfadu f. Poszczegdlne macierze przyjma postac:

cosp,; -—sinp; 0
Mgy = [sing,; cosp; O 3)
0 0 1
cosgp, —sing, 0
My, = [sing, cosgp, —a+Aa (4)
0 0 0

Mathematical model of internal pin gear mesh
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The paper presents a mathematical model of internal pin gear mesh. The results of a tooth contact
analysis performed for a sample gear pair with the aid of the developed model have been also pre-
sented. Moreover, the influence of the axes distance error on the contact ratio and transmission er-

ror has been determined.

13



14

PROJEKTOWANIE

2
’_/_”;f_"‘“—i‘\‘--
1= &7 x,.\
\
. \
\ 0, X, /4
\
\. /
5 o
S
Yz
Xz
0;

Rys. 1. Przyjete uktady wspétrzednych, gdzie: a — odlegtos¢ osi két przektadni,
Aa - biad rozstawienia osi két, ¢, - kat obrotu z¢bnika, ¢, - kat obrotu kofa

epicykloida 1

X2
Rys. 2. Zarys zgba zebnika i kota, gdzie: r, — promien podziatowy zgbni-
ka, r, — promien podziatowy kofa, r, — promien palca, p, — promiei okregu
odtaczajacego

& Ponadto do opisu krzywych nalezy stosowac jednorod-

ne reprezentacje wektorow.

Przyjmujac, ze n” i 0 sg wersorami normalnymi
do zaryséw zebdw odpowiednio zebnika i kota w ukta-
dach 112, wersory normalne w ukfadzie fwyrazaja sie
zaleznosciami:

A = L ©)

il = Ly,i? ©)

gdzie: L, — macierz transformacji z uktadu 1 do f, L, -
macierz transformacji z ukfadu 2 do f. Poszczegdline ma-
cierze wystepujace we wzorach (5) i (6) otrzymuije sie
poprzez usuniecie ostatniego wiersza i ostatniej ko-
lumny jednorodnych macierzy transformacji (3) i (4).

Parametryczne réwnania

zarysow zebow

W omawianym wewnetrznym zazebieniu palcowym
zab kofa duzego jest punktowa hipocykloida (pkt C),
natomiast zab zebnika — epicykloida 1 (rys. 2) utwo-
rzong w wyniku odtaczania okregu o promieniur, =,
po okregu o promieniu r,.

Parametryczna reprezentacja epicykloidy 1 w uktadzie
X, .y, dana jest wzorem (7):

Tl‘*'!—"l)
P1

=(1) _ .
hoE (ry + py) costy — py cos (t,’—“’"‘) )

P

w(t)) |1t p)sing —p,sin (ts
[}’1 ("-1)] =
1
1

gdzie t, to parametr epicykloidy. W praktyce zab kota
zastepuje sie palcem o promieniu r,. Wektorowa re-
prezentacja zarysu palca 2 w uktadzie x, , y, dana jest
wzorem (8):

=(2)
L

x5 (t3) rp cos(ty +y) — rysiny
= [yz(tzj] = lrp sin(t, +y) + rzcosy] (8)
1 1

gdzie: t, — parametr okregu, y — kat pomiedzy odcin-
kiem 0,0, a prosta y,, dany wzorem (9):

2r —rp
¥ = acos (%) 9)

Wersory normalne do zaryséw zebéw okreslone sg za-
leznosciami (10) i (11):

1 22|
(a_rl) +(m—1) T
ol

Ay = - a,;;_z an
(52) +(5) o

Analiza styku zebéw

Ponizej zaprezentowano wyniki analizy styku ze-
bow wewnetrznego zazebienia palcowego prze-
prowadzonej na podstawie opracowanego modelu
matematycznego.

Warunek ciggtosci zazebienia wyraza sie poprzez uktad
rownan (12) [6]:

Kota zebate. Projektowanie — wytwarzanie — pomiary — eksploatacja
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Rys. 3. Wyniki analizy styku zebow dla przektadni bezodchytkowej
200+ -; IS o RN RSURTOR -
150 (—6:)—.- . A '\_)‘;h\.:_ < ‘j/ ;:_ s
100 - Pt
50
[ ;
% 0 . . G e I R | y -5“- — poio?en?e pszqtkowe
= .8 e S
I, = = == okregi podziatowe
-1 00 Z‘,=]I l_-_il- R—
7,200 ¢ .
-150| m=30mm o = R
r=165 mm w ' 'q
-200| r,=3000 mm ORIV .. 4 W -
Ada=10 mm i
-300 -200  -100 0 100 200
Xg [mm]

Rys. 4. Wyniki analizy styku zebdw dla przektadni z btedem rozstawienia osi Aa = 10 mm

70 (ty, 1) = 7 (b2, 02)

ﬁgn(fv%) = ﬁ;(zn(tzx ®3)

(12)
Pierwsze réwnanie ukfadu (12) zapewnia, ze zarysy ze-
béw beda miaty punkt wspdlny. Drugie rownanie ukfa-
du (12) zapewnia natomiast ciggta stycznos$c zarysow.
Zadaniem analizy styku zebow jest wyznaczenie z ukta-
du (12) zwigzkow pomiedzy parametramit,, t, @, a kg-
tem obrotu zebnika ¢,. Mozna to zrealizowac, roz-
wigzujac powyzszy ukfad numerycznie dla kolejnych

dyskretnych wartosci kata obrotu zebnika ¢,. Tym spo-
sobem otrzymuje sie funkcje:

t1 (1), t2 (1), @2(91)

Nastepnie, wprowadzajgc zwigzki (13) do wzo-
row (1) 1 (2), otrzymuie sie linie styku 7" (@), 7y (¢,),
a po wprowadzeniu do wzoréw (10) i (11) — droge
punktu styku na zarysie zeba odpowiednio zebnika
7" (g,)ikotary ().

Wyniki analizy styku zebow dla przyktadowej pary ze-
batej przedstawiono na rys. 3.

(13)

e (103 punktu styku na zarysie zeba zebnika

s (r0ga punktu styku na zarysie zeba zebnika
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B Linia zazebienia bedaca miejscem geometrycznym ko-

lejnych potozer punktu styku obserwowanych w nie-
ruchomym uktadzie wspotrzednych f dla przekfadni
bez btedu rozstawienia osi jest fragmentem tuku okre-
gu podziatowego kota. Wspdtpraca rolki z zebem roz-
poczyna sie w okolicy $rednicy podziatowej zebnika
(rys. 3 —kolor niebieski), a konczy sie u jego wierzchot-
ka (rys. 3 — kolor zielony). Stopieri pokrycia jest stosun-
kiem dtugosci linii zazebienia do podziatki i dla przy-
padku z rys. 3 wynosi €, = 1,426. Ponadto zachowana
jest statos¢ przetozenia — nie wystepuje bfad przeka-
zywania ruchu.

Analizujac te sama przekfadnie z uwzglednieniem btedu
rozstawienia osi kot wynoszacym Aa =10 mm (rys. 4),
mozna stwierdzi¢, ze linia styku nie jest tukiem okre-
gy, a jej dtugos¢ maleje. Tym samym skraca sie czyn-
na wysoko$¢ zeba zebnika, co skutkuje zmniejszeniem
stopnia pokrycia, ktory dla przypadku z rys. 4 wynidst
£,= 1,311,

Co wiecej — nie zostata zachowana statosc¢ przetozenia.
Miarg tej niestatosci moze by¢ btgd ruchu zdefiniowany
jako odchytka przyrostu kata obrotu kota A, w funkgji
kata obrotu zebnika ¢, (rys. 5).
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Rys. 5. Bfad ruchu dla przektadni z btedem rozstawienia osi Aa = 10 mm
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Rys. 6. Wptyw btedu rozstawienia osi kt: a) na stopien pokrycia, b) na maksymalna wartos¢ bezwzgled-
na btedu przekazywania ruchu
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Na rys. 6 zilustrowano wptyw btedu rozstawienia osi
kot na stopient pokrycia oraz na maksymalng wartosc
bezwzgledna btedu przekazywania ruchu.

Im wiekszy jest btad rozstawienia osi, tym mniejszy
jest stopien pokrycia i wieksza nieréwnomiernos¢
przekazywania ruchu. W obydwu przypadkach zalez-
nosci te sa niemal liniowe. Nalezy réwniez zaznaczy¢,
ze przy duzych wartosciach btedu rozstawienia osi kot
moze wystapi¢ interferencja palca z zebem zebnika,
ktéra nie bedzie kompensowana odksztatceniem ze-
boéw. Z powyzszych wzgledéw podczas projektowa-
nia przekfadni tego typu nalezy przewidzie¢ doktadne
wykonanie korpusu przektadni lub mozliwos¢ regulacji
rozstawienia osi.

Podsumowanie
W artykule zaprezentowano matematyczny model we-
wnetrznego zazebienia palcowego. Wykazano przydat-
nos$¢ tego modelu w analizie styku zebdw przektadni
idealnej oraz przektadni z btedem rozstawienia osi kot.
Ponadto stwierdzono, ze wraz ze wzrostem btedu roz-
stawienia osi kot
zmniejsza sie czynna wysokos¢ zeba zebnika,
maleje dtugos¢ linii zazebienia, a tym samym posko-
kowy wskaznik przyporu,
zwieksza sie nierbwnomiernos¢ przekazywania
ruchu,
moze wystagpic interferencja palca z zebem zebnika.
Ponadto wyprowadzone réwnania mogg postuzyc
do modelowania geometrii uzebienia w systemach CAD.
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